Ogoblna teoria miary
Lista 2 (o-pierScienie i o-algebry)

Definicja. Algebrg podzbiorow X nazywamy pierscienn podzbiorow X, do ktoérego nalezy
zbior X.

Zad 1. Niech S bedzie rodzing podzbiorow X. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa
réwnowazne.

1) rodzina S jest algebra ,
2) rodzina S spelnia warunek (Suma) oraz warunek
(Dopeinienie) Vaes Aes,
gdzie A’ = X \ A oznacza dopelnienie zbioru A,
3) rodzina S spelnia warunki (Przekréj) oraz (Dopeinienie).
Definicja. Rodzine S podzbiorow X spetniajacg warunek (R6znica) oraz warunek
(0-Suma) VA cs U<, A, €S

nazywamy o-pierscieniem podzbiorow X. Jesli dodatkowo X € S, to S nazywamy o-algebrg
podzbiorow X.

Zad 2. Wykazac, ze kazdy o-pierscien spetnia warunek
(0-Przekrdj) Y ianye cs Mo, A, €58.

Zad 3. Czy w definicji o-pierScienia mozna zastapi¢ warunek (o-Suma) warunkiem (o-Przekr6j)?
Jak odpowiedZ brzmiataby dla o-algebry?

Zad 4. Jaka strukture: polpierscien, pierscien, algebre, o-pierécien, o-algebre tworza nastepu-
jace rodziny podzbioréw zbioru X (]A| oznacza tu moc zbioru A):

a) S={ACX:|A <1}, Db)S={ACX: |4 <Ny}, ¢)={ACX:|A <R},

c) S={AC X :|A <Rglub |A| <No}, e S={ACX:|A <Nglub |A| <Ny},
Zad 5. Sprawdzi¢, czy rodzina S stanowi o-algebre podzbiorow X, gdzie

a) S={ACR?: (z,y) € A= (—z,—y) € A}, X = R?

b) S={AC X:AC{23,4} albo AU{2,4,6}}, X ={1,2,3,4,5,6}.

Definicja. Niepusty zbior A € S nazywamy atomem rodziny S, jesliz B € Si B C A
wynika, ze B = () lub B = A.

Zad 6. Wyznaczy¢ atomy wszystkich rodzin zbioréw z zadan 4, 5.

Zad 7. Wykaza¢, 7e przeciecie dowolnej rodziny o-algebr (o-pierscieni, algebr, pierscieni)
jest o-algebra (o-pier§cieniem, algebra, pierscieniem).

Zad 8. Pokazaé, ze przeciecie dwu polpierscieni nie musi byé¢ potpierécieniem.

Zad 9. Czy suma dwu o-algebr (o-pierscieni, algebr, pierscieni) jest o-algebra (o-pierScieniem,
algebra, pierScieniem)?

Zad 10. Pokazaé, ze dla kazdej rodziny S podziorow X istnieje najmniejsza o-algebra (o-
pierécien, algebra, pierscien) zawierajaca S, zwana o-algebra (o-pier§cieniem, algebra, piers-
cieniem) generowanqg (generowanym) przez S.



