
Ogólna teoria miary

Lista 2 (σ-pier±cienie i σ-algebry)

De�nicja. Algebr¡ podzbiorów X nazywamy pier±cie« podzbiorów X, do którego nale»y
zbiór X.

Zad 1. Niech S b¦dzie rodzin¡ podzbiorów X. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki sa
równowa»ne.

1) rodzina S jest algebr¡ ,

2) rodzina S speªnia warunek (Suma) oraz warunek

(Dopeªnienie) ∀A∈S A′ ∈ S,

gdzie A′ = X \ A oznacza dopeªnienie zbioru A,

3) rodzina S speªnia warunki (Przekrój) oraz (Dopeªnienie).

De�nicja. Rodzin¦ S podzbiorów X speªniaj¡c¡ warunek (Ró»nica) oraz warunek

(σ-Suma) ∀ {An}∞n=1⊂S

⋃∞
n=1An ∈ S

nazywamy σ-pier±cieniem podzbiorów X. Je±li dodatkowo X ∈ S, to S nazywamy σ-algebr¡
podzbiorów X.

Zad 2. Wykaza¢, »e ka»dy σ-pier±cie« speªnia warunek

(σ-Przekrój) ∀ {An}∞n=1⊂S

⋂∞
n=1An ∈ S.

Zad 3. Czy w de�nicji σ-pier±cienia mo»na zast¡pi¢ warunek (σ-Suma) warunkiem (σ-Przekrój)?
Jak odpowied¹ brzmiaªaby dla σ-algebry?

Zad 4. Jak¡ struktur¦: póªpier±cie«, pier±cie«, algebr¦, σ-pier±cie«, σ-algebr¦ tworz¡ nast¦pu-
j¡ce rodziny podzbiorów zbioru X (|A| oznacza tu moc zbioru A):

a) S = {A ⊂ X : |A| ≤ 1}, b) S = {A ⊂ X : |A| < ℵ0}, c) S = {A ⊂ X : |A| ≤ ℵ0},

c) S = {A ⊂ X : |A| < ℵ0 lub |A′| < ℵ0}, e) S = {A ⊂ X : |A| ≤ ℵ0 lub |A′| ≤ ℵ0}.

Zad 5. Sprawdzi¢, czy rodzina S stanowi σ-algebr¦ podzbiorów X, gdzie

a) S = {A ⊂ R2 : (x, y) ∈ A =⇒ (−x,−y) ∈ A}, X = R2,

b) S = {A ⊂ X : A ⊂ {2, 3, 4} albo A ∪ {2, 4, 6}}, X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

De�nicja. Niepusty zbiór A ∈ S nazywamy atomem rodziny S, je±li z B ∈ S i B ⊂ A
wynika, »e B = ∅ lub B = A.

Zad 6. Wyznaczy¢ atomy wszystkich rodzin zbiorów z zada« 4, 5.

Zad 7. Wykaza¢, »e przeci¦cie dowolnej rodziny σ-algebr (σ-pier±cieni, algebr, pier±cieni)
jest σ-algebr¡ (σ-pier±cieniem, algebr¡, pier±cieniem).

Zad 8. Pokaza¢, »e przeci¦cie dwu póªpier±cieni nie musi by¢ póªpier±cieniem.

Zad 9. Czy suma dwu σ-algebr (σ-pier±cieni, algebr, pier±cieni) jest σ-algebr¡ (σ-pier±cieniem,
algebr¡, pier±cieniem)?

Zad 10. Pokaza¢, »e dla ka»dej rodziny S podziorów X istnieje najmniejsza σ-algebra (σ-
pier±cie«, algebra, pier±cie«) zawieraj¡ca S, zwana σ-algebr¡ (σ-pier±cieniem, algebr¡, pier±-
cieniem) generowan¡ (generowanym) przez S.


